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LE 5 - Elementare Funktionen

5.0 Intro Funktionen

Im Folgenden finden Sie die Abschnitte:

Einstiegsaufgabe . ... ..o S. 1
Funktionsbegriff . . ... S.9
Wichtige Funktionen ... ... e e e S. 16
Kurvendiskussion. . ... ..o S. 25
AUSDIICK S. 28

Willkommen!

In der Kurzversion dieser Lerneinheit werden wir uns mit folgenden Themen beschéaftigen:
e Funktionsbegriff
e wichtige Funktionen
e Kurvendiskussion

Die mathematischen Inhalte in diesem Kurs sind in eine Einstiegsaufgabe eingebettet.

Einstiegsaufgabe

Eine Programmiererin mochte eine kleine Animation erstellen: Ein blaues Auto soll von links nach
rechts 6 cm weit iiber den Bildschirm fahren. Das Auto soll sich in konstantem Tempo bewegen und
es soll 2min dauern, bis es auf der rechten Seite ankommt. Es fahrt also sehr langsam.
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Preview fehlt:
h5p/blaues_auto_animation

Video 1 (nur in digitaler Version)

Wie muss die Funktion aussehen, die die Position des Autos in Abhangigkeit von der
Zeit beschreibt?

Um im Programm Variablen anzulegen, muss die Programmiererin sich als erstes iiberlegen, in welchem
Bereich seine Variable x fiir die Zeit und seine Variable y fiir den Ort des Autos liegen miissen und
welche Art von Variable er dafiir braucht.

Aufgabe 1:

Sie mochte die Zeit, wihrend der sich das Auto bewegt, in seinem Programm in Sekunden angeben.
Sie wéhlt dazu eine Zahlenvariable . Ein Wert wie z = 2 wird dann im Sachkontext als 2s (s
steht fiir Sekunden) interpretiert.

Der Startwert liegt also bei x = 0. Welchen Zahlenwert kann z maximal annehmen (also zu dem
Zeitpunkt, wenn das Auto die ganzen 6 cm zuriickgelegt hat)?

Losung:
Das Auto soll sich in einem Zeitraum von 2min = 120s iiber den Bildschirm bewegen,
also ist = 120 der Maximalwert.

Auch fiir die Variable y, die die Position des Autos beschreibt, muss er Minimal- und Maximalwert
kennen. Sie mochte die Position in mm berechnen und legt fest, dass der Startpunkt auf der linken
Seite des Bildschirms mit y = 0 bezeichnet werden soll.

Wie grof kann die Zahlenvariable y (die die Position in mm beschreibt) hier maximal werden?

Loésung;:
Das Auto befindet sich zunéchst ganz auf der linken Seite, also am Ort y = 0. Es soll
sich insgesamt um 6 cm bewegen, also kann die Orts-Variable maximal den Wert 6 cm, also
60 mm, annehmen. Also ist y = 60 der Maximalwert.

In der Mathematik gibt man die Menge moglicher Werte fiir Variablen stets an. Hier kann man
also schreiben:
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Loésung;:
Da z zwischen 0 und 120 variiert, schreibt man 0 < z < 120.

y variiert zwischen dem Minimalwert 0 und dem Maximalwert 60, sodass man 0 < y < 60
schreibt.

Die Werte, die die Zeit-Variable annimmt, bilden hier die Definitionsmenge.

Die Werte, die die Orts-Variable (in Abhéngigkeit von der Zeit-Variablen) annimmt, bilden die Werte-
menge.

Auch wenn man in der Realitdt nur endliche Dezimalzahlen messen kann und ein iiblicher Computer
Zahlen auch nur als endliche Dezimalzahlen mit z.B. 14 Stellen reprasentiert, betrachtet man in der
Mathematik in der Regel Teilintervalle der reellen Zahlen als Definitions- und Wertemenge. Man
schreibt daher:

Definitionsmenge: {x € R|0 <z <120} = [0;120] und
Wertemenge: {y € R|0 <y <60} = [0;60],

wobei der Ausdruck auf der rechten Seite eine Kurzschreibweise darstellt: Die eckigen Klammern
bezeichnen ein geschlossenes Intervall in der Menge der reellen Zahlen.

Weitere Infos:
Funktionsbegriff

Aufgabentext noch einmal ansehen (Aufklapptext)

Eine Programmiererin mochte eine Animation programmieren, bei der ein blaues Auto inner-
halb von 120 s gleichmé&fig von der Startposition aus 60 mm weit fahrt.

Als néchstes muss die Programmiererin eine Funktionsvorschrift finden, die den Ort des blauen Autos
in Abhéngigkeit von der Zeit in mathematischer Sprache ausdriickt, denn nur die kann der Computer
interpretieren.

Das Auto soll sich gleichméfig vorwéarts bewegen, d.h. in 1s wird immer ein gleichlanger Weg zuriick-
gelegt: Die Ortsvariable y muss linear mit der Zeit  zunehmen. Es kommt deswegen nur die Funk-
tionsvorschrift
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y=m-x+b

in Frage.

Dies ist die Funktionsvorschrift einer linearen Funktion. Sie muss also die Steigung m und den Achsen-
abschnitt b bestimmen.

Start- und Endpunkt sind ihm bekannt:

Zeit x in s | Position y in mm
0 0

120 60

Aufgabe 2:

Versuchen Sie, die Steigung m und den Achsenabschnitt b mithilfe des Applets so zu wahlen, dass
der Graph die in der Wertetabelle festgelegten Punkte durchlauft.

Welche Werte erhalten Sie fiir m und b?

Geben Sie m als Kommazahl ein.

m=[ 7|
b=[ 7 |

Losung:
Durch Ablesen erhalt man: b = 0 und m = 0.5.

y (Position in mm)
&0 m="175
b=2
50 ' A &
40
30
20
10
¥ (Zeit in s)

?/ 20 40 60 80 100 120

f

Interaktion 1 (nur in digitaler Version)
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Aufgabentext noch einmal ansehen (Aufklapptext)

Eine Programmiererin mochte eine Animation programmieren, bei der ein blaues Auto inner-
halb von 120 s gleichmé&flig von der Startposition aus 60 mm weit fahrt.

Durch Ablesen hat sie also folgende Funktionsvorschrift ermittelt:
y=0,5-2+ 0 fiir alle z € [0;120].

Man schreibt auch f: D — R mit y = f(z) = 0,5z, wobei D = [0; 120] die Definitionsmenge ist. Die
Funktion f beschreibt den Zusammenhang zwischen der Zeit x und der zuriickgelegten Strecke y tiber
den Ausdruck y = 0,5x. Dabei konnen nur Zeiten betrachtet werden, fiir die  in D, hier also z in
[0; 120] liegt. Der Ort y € R wird durch eine reelle Zahl beschrieben, fiir die es keine Einschrankung
gibt.

Aufgabe 3:
Welche Position y wird das blaue Auto also nach x = 28 s haben?

y=|7 |

Losung:
Durch Einsetzen des x-Wertes erhalt man: y = 0,5 - 28 = 14.
Das Auto wird sich also 14 mm weit nach rechts bewegt haben.

Weitere Infos:
Funktionsbegriff

Aufgabentext noch einmal ansehen (Aufklapptext)

Eine Programmiererin mochte eine Animation programmieren, bei der ein blaues Auto inner-
halb von 120s gleichméafig von der Startposition aus 60 mm weit fahrt.

Die Programmiererin mochte die Animation nun interessanter gestalten, indem er ein rotes Auto
hinzufiigt. Das rote Auto soll langsamer losfahren und dadurch zunéchst hinter dem blauen zuriick-
liegen. Im Laufe der Zeit soll es das blaue Auto aber iiberholen und schliellich als Erstes an der
»Ziellinie* bei 60 mm ankommen. Insgesamt soll das rote Auto 100s brauchen, um die 60 mm lange
Strecke zuriickzulegen.
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Aufgabe 4:
Welcher der folgenden Graphen zeigt eine Funktion, die den gewiinschten Ort des roten Autos in
Abhéngigkeit der Zeit beschreiben konnte?

60 ‘ T T 60 T | T T T
E 50 a) < soF b
= 40 r 7] 40 r 7
g 301~ - 30 -
= E = E
gor 1 2 ]
> 10k — f(x)=0.5x _] 10 — fix)=05x _]
L —_— f(x?:oﬁx i L — fix)=10+03 x
0 Il ‘ Il ‘ 1 1 Il ‘ Il 0 1 | 1 | Il ‘ Il | 1 | 1
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 o0 80 100 120
60 ‘ T T 60 T | T T T
E 50 ¢ 4 soF q) -
= 40 _— —_ 40 _— —_
g 30— — 30 =
2 4 = -
£ oo ) - 20F ) .
; r — f(x)=0.5x 7 r — fx)=0.5x 7
= — w0k o
- | _I f(x)‘= 0,0[‘)6 x4 - | _‘ f(x) l: 0,01|x' i
O L 1 1 L L 0 1 L L 1 1
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
X (Zeit in 8) X (Zeit in s)
Bild 1
O Graph a)
O Graph b)
O Graph c)
O Graph d)
Losung:

Graph c) ist richtig. Eine ausfiihrliche Erkléarung finden Sie im Folgenden.

Weitere Infos:
Wichtige Funktionen

Im Folgenden wird nachgerechnet, dass die Funktion f : [0;120] — R mit der Funktionsvorschrift
f(x) = 0,006 - 22 tatsichlich alle Anforderungen erfiillt.
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60 T T T T

El
£t
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c
2 |
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20 —
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a | L | | L | L |
0 20 40 60 80 100 120
Zeit (ins)
Bild 2

Wir tiberpriifen zuerst moégliche Nullstellen.

Wir suchen also eine Stelle z¢ mit f(z¢) = 0, d.h. 0,006 - 23 = 0. Das gilt genau dann, wenn z¢ = 0
ist, denn ein Produkt wird immer genau dann Null, wenn mindestens einer der Faktoren Null ist.
Somit ist zg = 0 und es gibt keine weiteren Nullstellen.

Info 1: (Hinweis zur Variablenverwendung)

Man verwendet die Variable x oft, um eine Funktionsvorschrift zu formulieren. = variiert dabei
in der Definitionsmenge, hat also keinen festen Wert.

Mit zg, x1, ..., T, werden dagegen meist bestimmte (wenn auch haufig unbekannte) Zahlen
bezeichnet.

Dann rechnen wir nach, ob das rote Auto tatsichlich nach 100s ankommt, also ob sich fiir z; = 100
tatsachlich f(z1) = 60 ergibt.

Dadurch erhalten wir:

f(z1) = f(100) = 0,006 - 100?

= 0,006 - 10000
6

= ——-10000
TR

= 6-10

= 60.

Es ergibt sich also wie gewiinscht f(100) = 60.

Anschlieflend iiberpriifen wir, ob es einen Punkt gibt, an dem die beiden Autos gleichauf liegen, also
zum gleichen Zeitpunkt x die gleiche Position y einnehmen.
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Aufgabe 5:
Wie findet man diesen Punkt im Graphen?

[0 Gar nicht, man kann ihn nur rechnerisch bestimmen.
O Er ist dadurch erkennbar, dass die beiden Kurven dort die gleiche Steigung haben.
[0 Er entspricht einem Schnittpunkt oder Beriihrungspunkt der beiden Kurven.

Losung:
Die beiden Autos liegen gleichauf. Das bedeutet, dass sie sich zum gleichen Zeitpunkt
x an der gleichen Position y befinden. Hier miissen also beide Kurven an der gleichen
Stelle x9 den gleichen Funktionswert f(z2) haben. Das ist nur an Schnittpunkten und an
Beriithrungspunkten der Fall.

Als letztes ermitteln wir, ob das rote Auto vor dem Uberholvorgang hinter dem blauen zuriickliegt
und spater vor dem blauen Auto liegt.

Aufgabe 6: )
Was muss gelten, damit das rote Auto vor dem Uberholvorgang hinter dem blauen zuriickliegt,
aber vor dem blauen Auto ankommt?

[0 Beide Kurven miissen Geraden sein und die Steigung der roten Gerade muss grofer sein als
die der blauen.

O Links vom Schnittpunkt muss die rote Kurve geringere Funktionswerte annehmen als die
blaue, rechts vom Schnittpunkt muss sie hohere Funktionswerte annehmen als die blaue
Kurve.

[0 Die blaue Kurve muss zunéchst eine geringere Steigung haben als die rote Kurve und spéater
eine groflere Steigung als die rote Kurve.

Loésung:
Damit das rote Auto vor dem Uberholvorgang hinter dem blauen zuriickliegt, muss seine
Position in diesem Zeitintervall stets geringere Werte annehmen als die Position des blauen
Autos. Da Funktionswert y die Position der Autos angibt, muss also die rote Kurve in
diesem Bereich kleinere Funktionswerte aufweisen als die blaue Kurve.

Nach dem Uberholvorgang, also nach dem Schnittpunkt der Kurven, soll das rote Auto
vorne liegen. Das heifit, dass seine Position y in diesem Bereich groflere Werte annehmen
muss. Also muss die rote Kurve in diesem Bereich grofiere Funktionswerte y annehmen als
die blaue Kurve.

Die ausgewahlte Funktion erfiillt also alle Anforderungen.

Weitere Infos:
Kurvendiskussion
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Was Sie in der ausfiihrlichen Lerneinheit dieses Wissensbereichs erwartet, kénnen Sie im Ausblick
nachlesen:
Intro Funktionen

Funktionsbegriff
Was ist eine Funktion?

Der Begriff der Funktion ist in der Mathematik sehr allgemein gefasst. Wir beschrinken uns hier auf
Funktionen, die eine reelle Zahl x mithilfe einer Funktionsvorschrift in eine reelle Zahl y tiberfithren.
Da die Zielmenge, in der die Funktionswerte liegen, hier also stets die reellen Zahlen sind, nennt man
diese Funktionen reellwertige Funktionen.

Info 2:
Gegeben sei eine Menge D, genannt Definitionsmenge, und eine Menge Z, genannt
Zielmenge. Eine Funktion f ordnet jedem Element z € D genau ein Element f(z) € Z zu.
Man schreibt:

f:D—=Z =z~ f(x)

Die Definitionsmenge ist dabei ein wesentlicher Bestandteil der Definition einer Funktion, eine Funk-
tionsvorschrift alleine reicht nicht aus!

Mit dem Zeichen C bezeichnet man eine Teilmenge. Der Ausdruck D C R bedeutet also beispielsweise,
dass die Definitionsmenge D eine Teilmenge der reellen Zahlen R umfasst.

Info 3:
Seien Dy, Dy, Zy, Z, Mengen. Seien f : Dy — Zy und g : Dy — Z, zwei Funktionen. Die
Funktionen f und g heiflen gleich, wenn Dy = D, und Z; = Z; und wenn fiir jedes x € D
gilt: f(z) = g(a).

Beispiel 1:

Die Funktionen f,g : R — R mit f(z) = 2? und g(z) = 2? + Tz — 32 — 4z sind gleich, da Dy =
Dy,Zy = Zg und f(x) = g(z) gilt.

Beispiel 2:

Die Funktionen f : R — R mit f(x) = 22 und g : [0;2] — R mit g(x) = 22 sind zwei verschiedene
Funktionen, da ihre Definitionsbereiche nicht gleich sind. Die Funktion g beschreibt also nur den Teil
der Funktion f, der die Werte zwischen 0 und 2 flir  annimmt.
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Wertetabelle

Zu einer Funktion f gehoren also eine Definitionsmenge und eine Funktionsvorschrift, beispielsweise:
f R—=>R,
, f(x)=0,5-(x—2)?>+0,7.
Den Verlauf einer Funktion kann man sich graphisch veranschaulichen.
Zum Graph einer Funktion gehoren sdmtliche Wertepaare (z;vy), fiir die y = f(x) gilt.

Die Menge aller reellen Zahlenpaare (z;y) bezeichnet man auch als R?, d.h. der Graph G von f ist
eine Teilmenge des R?:

G(f) = {(z:y) e R?* |y = f(x)}.

Zeichnen kann man dagegen meist nur einen kleinen Ausschnitt eines Graphen, der nicht notwendi-
gerweise alle wesentlichen Eigenschaften der Funktion erkennen lasst.

Um einen Funktionsgraphen zeichnen zu koénnen, liefert eine Wertetabelle Anhaltspunkte.

Preview fehlt:
h5p/wertetabelle01_geschnitten

Video 2 (nur in digitaler Version)

Aufgabe 7:
Ergénzen Sie folgende Wertetabelle geméafl der Funktionsvorschrift

f(z)=0,5-(x—2)%+0,7

]
=
2

ot

EEEEEEEEEE
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Losung:

x f(z)
—4 18,7
-2 8,7
-0,5 | 3,825
0 2,7

1 1,2

2 0,7

3 1,2

4 2,7
5,5 6,825
8 18,7

Folgende Wertetabelle wurde also fiir die Funktion f : R — R mit der Funktionsvorschrift f(z) =
0,5 (z —2)2+0,7 erstellt:

2,7
6,825
18,7

ot

Daraus kann man nun einen Graphen erstellen.
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Preview fehlt:
h5p/wertetabelle02_geschnitten_lauter

Video 3 (nur in digitaler Version)

Es fragt sich allerdings, wie man den Graph zwischen zwei Punkten ,,durchzeichnet“. Mit Computern
kann man in kiirzester Zeit sehr viele Wertepaare berechnen und sie als Punkte dicht nebeneinander
einzeichnen, sodass der Eindruck einer durchgezogenen Linie entsteht:

Preview fehlt:
h6p/funktion_aus_punkten_aufbauen

Video 4 (nur in digitaler Version)

Hat man keinen Computer zur Verfligung, muss man sich den Verlauf durch mathematische U'berlegun—
gen erschlieflen.

Aufgabe 8:
Welche der folgenden Graphen kénnen also zu der oben erstellten Wertetabelle gehdren?

30||1[r||||1!|||130||I[||I‘I|||I|130

25 25

I
o

p—
t =
> LI L I B B

wlllllJlIlIL
i

O Graph a)
O Graph b)
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O Graph c)

Losung:
Nur Graph b) und c) kommen in Frage, denn man erkennt an der Wertetabelle, dass
der niedrigste dort ausgerechnete Funktionswert bei x = 2 liegen muss, was Graph a
ausschliefit. Die in der Wertetabelle ausgerechneten Funktionswerte stimmen sowohl mit
Graph b) als auch mit Graph c) tiberein.

Da die Unterschiede zwischen Graph b) und c) im Bereich —8 < 2 < —4 liegen, der in der
hier erstellten Wertetabelle nicht abgedeckt ist, kann man allein anhand dieser Wertetabelle
nicht entscheiden, welcher der beiden Graphen zur Funktion f gehort.

Wie Sie sehen, kann man einen Graphen also nicht allein anhand einer Wertetabelle ein-
deutig einer Funktion zuordnen. Man muss weitere Uberlegungen zu Definitionsmenge
und Zuordnungsvorschrift anstellen, um den gesamten Verlauf eines Funktionsgraphen zu
bestimmen.

Zieht man zusatzlich die Zuordnungsvorschrift zu rate, die eine quadratische Funktion
beschreibt, so erkennt man, dass von den gezeigten Graphen nur Graph b) zur angegebenen
Funktion f: R — R mit f(z) =0,5- (x —2)? + 0,7 gehoren kann (siche

‘ Wichtige Funktionen‘
). Dies war hier aber nicht gefragt.

Definitions- und Wertemenge

Zusatzlich zur Definitionsmenge D kann man fiir jede Funktion eine Wertemenge ermitteln, der genau
die Elemente der Zielmenge enthélt, die als Werte f(x) vorkommen, wenn = den Definitionsbereich
,,durchlauft*.

Info 4:

Die Menge aller Funktionswerte f(z) in R, die von f fiir x € D angenommen werden, wird als
Wertemenge W; von f bezeichnet.

Wy = {f(z)|lz € D}.

Die Wertemenge Wy ist eine Teilmenge der Zielmenge Z von f.

Aufgabe 9:
Betrachten Sie noch einmal die Funktion f : R — R mit f(z) = 0,5 (z —2)2 +0,7.
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20

15

10

Welche Menge stellt die Wertemenge dar?

[J Alle reellen Zahlen, also R
O Alle positiven reellen Zahlen, also R
O Folgende Teilmenge der reellen Zahlen: {y € R|0,7 < y}

Losung:

Da der Term (z — 2)? durch das Quadrieren keine negativen Werte annehmen kann, ist
sein minimaler Wert Null (wenn z = 2 ist). Die Funktion erreicht in diesem Fall ihr
Minimum, also y = 0,5-02 +0,7 = 0, 7. Kleiner als 0,7 wird sie nie (siehe auch Skizze der
Funktion).

Da die Definitionsmenge ganz R ist, kann x beliebig grole Werte annehmen. Dadurch kann
auch der Funktionswert y beliebig grofle Werte annehmen, weil er von der quadrierten
(und somit stets positiven) Variable x? abhiingt. Daher ist die Wertemenge, also die
Menge aller Werte, die y annehmen kann, {y € R|0,7 < y}.

Vielleicht ist Thnen an diesem Beispiel auch schon aufgefallen, dass es manchmal zwei oder mehr
x-Werte gibt, denen der gleiche Funktionswert zugeordnet wird, hier z.B. x =1 und x = 3:
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f(1) = 0,5-(1-2)2+0,7
= 0,5-(—=1)2+0,7
= 0,5-1+40,7
= 1,2,

f(3) = 0,5-(3-22+0,7
= 0,5-(1)*+0,7
= 0,5-140,7
= 1,2.

Dies ist erlaubt, weil es der Definition einer Funktion nicht widerspricht.

Nicht erlaubt hingegen ist, dass einem x mehrere y zugeordnet werden. Kurven, bei denen dies auftritt,
konnen deshalb nicht Graphen einer Funktion sein. Ist f dagegen eine Funktion, so hat f(x) immer
genau einen Funktionswert.

Ebenfalls erlaubt ist, dass fiir verschiedene Teilmengen der Definitionsmenge verschiedene Zuord-
nungsvorschriften genutzt werden, oder dass eine Funktion iiberall den gleichen Funktionswert an-
nimmt. So sind folgende Beispiele erlaubte Funktionen:

Beispiel 1:
1) f:R—=R mit f(z)=2a2
2) f:R—=R mit f(z)=4

3)  f:R—=R mit f(w)={$2 mit 2 <0

a3 mit x>0

Die Definitionsmenge D muss auch nicht ganz R umfassen, sondern kann beispielsweise auch nur aus
den natiirlichen Zahlen N oder aus einem Intervall aus R bestehen.

Aufgabe 10:
Welche der folgenden Kurven kénnen also zu einer Funktion f : D — R mit einer Definitionsmenge
D C R gehoren?
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Bild 5

O Graph a)

O Graph b)

O Graph c)

O Graph d)

Losung:

Nur die ersten beiden Graphen koénnen zu Funktionen gehoren, denn bei Graph c¢) und d)
sind einigen z-Werten mehrere verschiedene y-Werte zugeordnet.

Dass Graph a) nur fiir einen Teil der z-Werte definiert ist, widerspricht hingegen der
Definition einer Funktion nicht. Auch, dass in Graph b) zu fast allen y-Werten zwei
verschiedene z-Werte gehoren, wird von der Definition einer Funktion nicht ausgeschlossen.

Man kann an folgendem Test erkennen, ob eine Kurve Graph einer Funktion f : D — R ist: Fiir jedes
x € D muss die Parallele zur y-Achse durch z die Kurve genau einmal schneiden. Dieser Test wir
auch ,, Vertikale-Linie-Test“ genannt.

Intro Funktionen

Wichtige Funktionen

Einige Klassen von Funktionen treten besonders h”aufig auf: Polynomfunktionen (wie lineare,
quadratische, kubische Funktionen), trigonometrische Funktionen sowie Exponential - und Logarith-
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musfunktionen.

Im Folgenden werden lineare, quadratische und kubische Funktionen behandelt. Auf trigonometrische

Funktionen, sowie Exponential - und Logarithmusfunktionen wird im Kurs ,Hohere Funktio-

nen“ eingegangen.

Lineare Funktionen sind dadurch definiert, dass sie die Variable x nur in erster Potenz enthalten.
Sie besitzen also im Allgemeinen die folgende Form (fiir konstante Zahlen m,b € R)

f:R—=Rmit f(z) =mz+b

Fir b = 0 entsteht eine konstante Funktion.

Aufgabe 11:

Uberlegen Sie sich, welche Parameter m und b Sie in die Funktionsvorschrift f () = mz +b
einsetzen miissen, um eine lineare Funktion f : R — R zu finden, die durch die Punkte (0;4) und
(4;0) verlauft. Uberpriifen Sie Thr Ergebnis mit Hilfe des Applets!

flz) = 1.3z + —0.4

Interaktion 2 (nur in digitaler Version)
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Losung:
Um eine solche Funktion zu finden, kann man entweder ein lineares Gleichungssystem
aufstellen (mehr dazu im Kurs ,Lineare Gleichungssysteme®) oder folgende Uberlegung
anstellen:

Wenn eine lineare Funktion durch die Punkte (0;4) und (4;0) verlauft, heifit das, dass ihr
Funktionswert um 4 kleiner werden muss (von y = 4 bei z = 0 zu y = 0 bei z = 4), wenn
man in z-Richtung 4 Stellen weiter geht. Da sie linear ist, heiffit das gleichzeitig, dass ihr
Funktionwert immer um 1 abnehmen muss, wenn man 1 Stelle in xz-Richtung weiter geht.
Daher ist ihre Steigung b = —1 (Minus, weil der Funktionswert kleiner wird, wenn der fiir
x eingesetzte Wert zunimmt).

Der Achsenabschnitt y = 4 (bei z = 0) war gegeben. Da der Parameter m den Achsenab-
schnitt einer linearen Funktion festlegt, muss m = 4 sein, sodass man die gesuchte lineare
Funktion erhélt:

f:R—=Rmit f(z) =4+ (-1)-z=4—zx firallex e R

Quadratische Funktionen kénnen Terme bis zur zweiten Potenz von x enthalten. Sie besitzen also
im Allgemeinen die folgende Form:

f:R— R mit f(z) = az? + bz + ¢ fiir alle z € R

wobei a, b, ¢ konstante Zahlen sind, fiir die b,c € R und a € R\ {0} gilt (das heiit, a darf nicht Null
sein).

Man kann die Funktionsvorschriften quadratischer Funktionen auch so ausdriicken, dass man direkt
ihre Extremstelle ablesen kann:

f:R—=Rmit f(z) =7 (z—s)? +tfiirallexz € R

wobei r, s,t konstante Zahlen sind, fiir die s, € R und r € R\ {0} gilt (das heifit, » darf nicht Null
sein).

Man kann diese ,,Scheitelpunktform® in die oben angegebene Polynomdarstellung umrechnen, indem
man die Klammer auflost:

fz) = r-(z—s)*+t
(2?2 — 225+ %) + t

= rz® —2rsz+rs®+t.

Durch Vergleich kann man ablesen: ¢ = rs®> +t, b= —2rs und a = 7.

Beachten Sie, dass fiir » = 0 keine quadratische Funktion vorliegt!
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Aufgabe 12:
Versuchen Sie mithilfe des Applets, eine quadratische Funktion zu finden, deren Graph eine nach
oben gebffnete Parabel mit Extremstelle (3;2) ist.

f 6
r=1
s=1 5
L 1 @
t=1 .
L 1 @
3
2
1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-1 fl@)=1z—-172+1
-2

Interaktion 3 (nur in digitaler Version)

Welche der folgenden Aussagen treffen zu?

O Man muss r = 3 und s = 2 wéhlen, damit der Scheitelpunkt bei (3;2) liegt.

[0 Vom Vorzeichen des Parameters r hangt es ab, ob die Parabel nach oben oder unten gedffnet
ist.

[0 Der Parameter s verschiebt die ganze Parabel in y-Richtung.

O Man muss s = 3 und ¢ = 2 wihlen, damit der Scheitelpunkt bei (3;2) liegt.

[J Der Parameter t beeinflusst, wie steil die Parabel ansteigt.

Losung:
Die Parameter der Scheitelpunktform erlauben es, den Scheitelpunkt direkt abzulesen.
Hierbei gibt s den x-Wert an und ¢ den y-Wert des Scheitelpunktes.

Andert man den Wert von s, so verschiebt sich die Parabel in z-Richtung. Andert man ¢,
so verschiebt sie sich nach oben oder unten.

Der Parameter r beeinflusst, wie steil die Parabel ansteigt und ob sie nach oben oder unten
geoftnet ist.
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Kubische Funktionen, deren Funktionsvorschrift ein Polynom dritten Grades ist, konnen Terme
bis zur dritten Potenz von = enthalten. Sie besitzen also im Allgemeinen die folgende Form:

f:R—=Rmit f(z) = az® + ba® + cx + d fiir alle z € R.

wobei a, b, ¢, d konstante Zahlen sind, fir die b,c¢,d € R und a € R\ {0} gilt (das heiBt, a darf nicht
Null sein).

Aufgabe 13:
Untersuchen Sie die Kurvenschar mit allgemeiner Funktionsvorschrift f(z) = az® + bx? 4 cx + d
fir a, b, c,d € R mithilfe des Applets. Was passiert, wenn Sie a = 0 und b = 0 setzen?

4 3 2 1 o 1 2 3 4 5

fla) = 0807 + 1,927 + 0.9z + 0.7

Interaktion 4 (nur in digitaler Version)

0 Die Funktion ist nicht mehr definiert.
O Sie erhalten eine lineare Funktion.

[ Sie erhalten eine quadratische Funktion.

Losung:
Sie erhalten eine lineare Funktion, denn fiir ¢ = 0 und b = 0 ergibt sich:

f(x) = az® +b2® + cx +d

= 0-22+b-22+cx+d
= cxr+d.
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Funktionen hoheren Grades erhéilt man dadurch, dass man die Zuordnungsvorschrift um weitere
Terme mit hoheren Potenzen von x ergénzt.

Trigonometrische Funktionen

Unter trigonometrischen Funktionen versteht man unter Anderem die Winkelfunktionen Sinus, Cosi-
nus und Tangens. Als bekannteste Funktionen werden hier die Sinus- und Cosinus-Funktion gezeigt.
Die Sinusfunktion ist wie folgt definiert

f:R— Rmit f(z) =sin(z) fir alle z € R

und in der folgenden Abbildung dargestellt. Man erkennt, dass ihre Funktionswerte sich periodisch
wiederholen. Die Periodizitat betrigt 2w. Das heifit, wenn der Wert von z um ein Vielfaches von
271 = 6,283... zunimmt, bleibt der Funktionswert identisch.

15— — [(x)=sin(x)

Bild 6

Man kann eine allgemeinere Sinusfunktion folgendermaflen definieren (wobei a, b, ¢,d € R konstante
Zahlen sind und a, b # 0 gelten muss)

f:R = Rmit f(x) =a-sin(bz + ¢) + d fiir alle z € R.

Aufgabe 14:
Untersuchen Sie mithilfe des Applets, welcher Parameter welche Verdnderung bewirkt!
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—_ 6 .
2 f(w) = sin(z)
b©= 1° g(z) = a-sin(bx +¢) +d
C©= T 4 glx)=1-sin(lz+1)+1
d=1
@®—3
2
\I 1
£
4 3. 2 A 0 1 2 3~ 4 5 8 7 8 9 10
-1
2
-3

Interaktion 5 (nur in digitaler Version)

Ordnen Sie den Parametern a, b, ¢ und d die Verianderungen ., Verschiebung in z-Richtung®,
, Verschiebung in y-Richtung®, ,Streckung in y-Richtung (Amplitude)* und ,Streckung in z-
Richtung (Periodizitéat)“ zu.

Loésung:
Der Parameter a dndert die Amplitude der Sinuskurve, b dndert die Periodizitat, ¢ ver-
schiebt die Kurve in z-Richtung und d verschiebt sie in y-Richtung.

Die allgemeine Cosinusfunktion ist analog dazu definiert (wobei a,b, ¢, d € R konstante Zahlen sind
und a, b # 0 gelten muss).

f:R— Rmit f(z) =a-cos(bx + ¢) +d fir alle x € R.

Die Parameter bewirken hier jeweils das gleiche wie bei der Sinuskurve, nur dass der Ausgangspunkt
ein anderer ist: Wahrend die nicht verschobene Sinuskurve bei £ = 0 einen Nulldurchgang besitzt,
besitzt die nicht verschobene Cosinusfunktion an der Stelle x = 0 ein Maximum.

Print-Version (Stand: September 28, 2026) © studiVEMINT Team Paderborn, ORCA.nrw 22



studiVEMINT Kursmaterial, orca.nrw 4

a=1 ®
®
b=1 5 f(x) = cos(x)
c=1 g(z) =a-cos(bx +c) +d
=14
~ g(x) = 1-cos(lz + 1) + 1
Q_ 3
2
1
J
-4 -3 -2 -1 0 1
f y )
-2
-3

Interaktion 6 (nur in digitaler Version)

Aufgabe 15:
Untersuchen Sie, wie Sie die Parameter der beiden Funktionen wahlen kénnen, damit Sinus- und
Cosinusfunktion die gleiche Kurve ergeben.

Losung:
Eine Moglichkeit ist, a, b und d gleich zu wahlen, ¢ muss den Phasenunterschied zwischen
Sinus- und Cosinusfunktion ausgleichen und darum um b- 5 unterschiedlich gewahlt werden.

Exponential- und Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktion f ist wie folgt definiert
f:R—=Rmit f(z) =a-b",

wobei a € R und b € R* konstante Zahlen sind und b Basis genannt wird.

Aufgabe 16:
Wahlen Sie im Applet a = 1. Bei welchem Wert von b édndert sich die Exponentialfunktion von
einer monoton fallenden Funktion zu einer monoton steigenden Funktion?
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a=1 °
b—©25 5
o f@)=a-br
4 flx)y=1-25"
3
2
1
f
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1

Interaktion 7 (nur in digitaler Version)

b=[ 7]

Losung:
Bei Werten b < 1 ist die Exponentialfunktion monoton fallend. Das heif3t, die Funktion-
werte nehmen immer weiter ab, je grofier die eingesetzten x-Werte werden.

Fiir b = 1 ergibt sich eine konstante Funktion.

Fiir b > 1 ergibt sich eine monoton steigende Funktion. Das heifit, die Funktionswerte
nehmen mit steigenden x-Werten zu.

Bei b = 1 andert sich also das Monotonieverhalten der Funktion.

Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion f(x) = a* ist die Logarithmusfunktion, die wie folgt
definiert ist:

f:RY - R mit f(x) = log,(x),
wobei a € RT \ {1} Basis genannt wird.

Hierbei ist wichtig, dass der Logarithmus nur fiir positive Werte von x definiert ist und dass als Basis
a nur positive Werte # 1 gewéhlt werden diirfen.

Im Allgemeinen werden alle Funktionen der Art f(x) = c - logy,) mit ¢ € R und a € R\ als
Logarithmusfunktionen bezeichnet.

Aufgabe 17:
Was bleibt immer gleich, wenn Sie die Basis der Logarithmusfunktion dndern?
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a=1.16]
&
bh=22 59
®
4_
3 A
2 4
14
4 3 2 10 5 5 7 8 a

Interaktion 8 (nur in digitaler Version)

Beachten Sie, dass als Parameter nicht b = 1 gewahlt werden darf, weil die Logarithmusfunktion
dafiir nicht definiert ist (siche oben).

[J Der Schnittpunkt mit der x-Achse.
O Der Schnittpunkt mit der y-Achse.
O Die Steigung am Punkt (1;0).

Loésung;:
Die Basis der Logarithmusfunktion entspricht im Applet dem Parameter b. Andert man
ihn, so édndert sich die Steigung des Graphs.

Gleich bleibt hingegen die Tatsache, dass er an dem Punkt (1;0) die z-Achse schneidet.

Sowohl mit der Exponential- als auch mit der Logarithmusfunktion beschéaftigt sich sowohl die
Langversion dieses Kurses als auch der Kurs Potenzen, Wurzeln, Logarithmen.

‘ Intro Funktionen

Fachinhalt C

Kurvendiskussion

Eine vollstandige Kurvendiskussion kann folgende Punkte umfassen:
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e Bestimmung der maximalen Definitionsmenge,

e Ermitteln der Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen (y-Achsenabschnitt und Nullstellen),
e Bestimmung lokaler Extrema,

e Ermitteln von Wendepunkten und Sattelpunkten,

e Bestimmung von Polstellen,

e Untersuchung des Monotonieverhaltens,

e Betrachten des Verhaltens im Unendlichen und an den Réndern des Definitionsbereichs (gegebe-
nenfalls Ermittlung von Asymptoten),

e Ermitteln von globalen Extrema,
e Untersuchung auf Periodizitit,

e Untersuchung auf Symmetrien.

Wir werden uns im Folgenden allerdings nur mit den Punkten befassen, die in folgender Abbildung
eingezeichnet sind.

globales Maximum

lokales Maximum

Nullstj[rA
| |

konstant

Bild 7
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Info 5: (Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen)
Sei f : D — R eine Funktion. Ist 0 € D, so schneidet der Graph der Funktion f die y-Achse im
Punkt (0; £(0)). Den Funktionswert f(0) an diesem Punkt nennt man y-Achsenabschnitt.

Alle x; in D mit f(z;) = 0 nennt man Nullstellen von f. Das heifit, die Punkte (x;;0) sind
Schnittpunkte des Funktionsgraphen mit der x-Achse.

Das Thema Extremwerte wird im Kurs ,,Differentialrechnung* ausfiihrlich behandelt und hier nur
kurz angesprochen:

Info 6: (Lokale Extrema)
Sei f : D — R eine Funktion. Die Funktion f hat an der Stelle x, € D ein lokales Minimum

(bzw. lokales Maximum), wenn es ein Intervall I = (a,b) C D, a,b € R gibt, welches z.
enthilt und f(x.) < f(x) (bzw. f(ze) > f(z)) fir jedes x € T gilt.

Diese préazise Formulierung driickt aus, dass die Funktionswerte fiir alle x, die ,nahe genug“ an
dem lokalen Maximum =z, liegen, kleiner oder gleich dem Funktionswert in z. sind. Analog miissen
die Funktionswerte fiir alle x, die ,nahe genug® am Minimum x. liegen, gréfler oder gleich dem
Funktionswert in x. sein.

Im Kurs Differentialrechnung wird erklart, wie man Extremstellen differenzierbarer Funktionen
mithilfe von erster und zweiter Ableitung ermitteln kann.

Info 7: (Globale Extrema)
Sei f : D — R eine Funktion. Die Funktion f hat an der Stelle x, € D ihr globales Minimum
(bzw. globales Maximum), wenn f(z.) < f(z) (bzw. f(z.) > f(z)) fiir jedes z € D gilt.

Info 8: (Monotonieverhalten)
Eine Funktion f: D — R hei’st auf einem Intervall I C D

e monoton steigend, wenn f(x1) < f(x2) fir alle 1,29 in D mit x1 < zo gilt.

streng monoton steigend, wenn f(z1) < f(x2) fir alle x1, 29 in D mit 1 < x2 gilt.

monoton fallend, wenn f(z1) > f(x2) fir alle z;,z9 in D mit z; < x9 gilt.

e streng monoton fallend, wenn f(z1) > f(x2) fir alle x1,x2 in D mit z1 < xo gilt.

Aufgabe 18:
Folgende Abbildung zeigt einen Ausschnitt aus dem Graphen einer quadratischen Funktion.
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Bild 8
Welche Aussage gilt fiir diese Funktion?
O Sie besitzt ein Maximum im Punkt (4; —4).
[ Sie ist fiir Werte < 4 monoton fallend. Fiir x > 4 ist sie monoton steigend.
[J Sie besitzt zwei Extremstellen: Eine bei 1 = 2 und eine bei x9 = 6.
[J Sie besitzt eine Nullstelle bei z = 0.
Loésung:
Die gezeigte Parabel besitzt im Punkt (4; —4) ein Minimum (kein Maximum).
Sie ist fiir Werte x < 4 monoton fallend. Fiir > 4 ist sie monoton steigend.
Sie besitzt im gezeigten Bereich ein lokales Extremum: das Minimum am Punkt (4; —4).
Der y-Achsenabschnitt liegt bei z = 0, f(z) = 12.
Sie besitzt zwei Nullstellen: bei 1 = 2 und x5 = 6.
Intro Funktionen
Ausblick
Folgende Themen werden in der Langversion dieses Kurses ausfiihrlicher behandelt:
e Definitions- und Wertemenge,
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e Erstellen einer Wertetabelle,

Zeichnen eines Funktionsgraphen,

Nullstellen und Achsenabschnitte,

Monotonieverhalten,

Extremstellen,

Symmetrien.
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