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Hinfiihrung

Ein Junge hat sich ein Geschenk fiir seine Grofimutter ausgedacht: Aus durchsichtiger PVC-Folie
mochte er einen Wiirfel basteln. In diesen Wiirfel mochte er mehrere Lagen aus bunt gefarbtem Sand
gieflen, bis er vollstandig gefiillt ist.

Bild 1

Da die Folie sehr stabil ist, kann er sie nicht knicken, sondern nur in Quadrate zerschneiden und die
Kanten mit durchsichtigem Klebeband verschlieflen.

Klebeband und die Farben, mit denen er den Sand farben mochte, hat er bereits. Die Folie und den
Sand muss er noch kaufen.

Nun tiberlegt er, wie grof3 der Wiirfel werden soll. Er mochte dazu ausrechnen, wie viel es ihn kostet,
wenn der Wiirfel eine bestimmte Kantenldnge a besitzt.

e Der Spezialsand im Bastelbedarf kostet 8, 90 EUR pro Liter.

e Die Folie kostet 2,35 EUR pro dm?.

Hinweis: ,Liter* ist eine Einheit fiir Volumen. Ein Liter entspricht einem dm?.
Ein Dezimeter (dm) ist ein Zehntel von einem Meter.

Aufgabe 1:
Was kostet es, wenn er einen Wiirfel der Kantenlinge 8 cm basteln mochte? Runden Sie alle
Ergebnisse auf ganze Cent auf bzw. ab.

Es kostet .
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Losung:
8 cm entsprechen 0,08 m oder 0,8 dm.

Der Sand soll das Volumen des Wiirfels ausfiillen. Das Volumen eines Wiirfels mit Kan-
tenlinge a betrigt V = a3.

Der Wiirfel hatte in diesem Fall also ein Volumen von
a® = (0,8dm)3 = 0,512dm? = 0,512 Liter

Fiir den Sand, mit dem er das Wiirfelvolumen fiillen mochte, muss er daher
E
0,5121- 8,902 ~ 4,56 EUR

bezahlen.

Mit der Folie muss die gesamte Oberflache des Wiirfels abgedeckt werden. Diese besteht
aus 6 quadratischen Flichen, die jeweils die GroBe a? besitzen, also insgesamt F' = 6a2.

In diesem Fall betragt die Fléache also
6a® =6 - (0,8dm)? = 3,84 dm?

Fir diese Flache Folie muss er daher

EUR

3,84dm? - 2,35 = 9,02EUR
m

bezahlen.

Insgesamt kostet ihn der Wiirfel also mindestens
4,56 EUR + 9,02 EUR = 13,58 EUR..

Das ist nur ein Mindestpreis, denn es kann sein, dass der Sand nur in Tiiten von bestimmter
Grofle vorhanden ist und er mehr kaufen muss, als er eigentlich braucht. Entsprechend kann
es sein, dass es die Folie nur in bestimmten Breiten gibt und er mehr kaufen muss.

Man kann den Zusammenhang zwischen den Kosten, die fiir den Jungen anfallen, und der Kantenléange
a des Wiirfels auch mithilfe einer Funktion beschreiben. Diese Funktion bildet die Kantenldnge a auf
den dazugehdrigen Preis P(a) ab.

Ihre Definitionsmenge besteht daher aus allen Werten, die fiir die Kantenldnge a zuldssig sind. Dies
sind reelle, nichtnegative Werte, also ]Rar . In der Praxis gibt es eine Obergrenze fiir Werte von a. Da
diese nicht genau bekannt ist, werden fiir a alle nichtnegativen Werte zugelassen. Negative Werte fiir
die Kantenldngen ergeben keinen Sinn.

Die Wertemenge der Funktion besteht aus den Werten, die fiir den Preis P(a) in Frage kommen. Auch
diese Werte miissen positiv sein, sodass sich auch hier Rg ergibt und man insgesamt P : R(T — ]Rar
erhalt.

Die Zuordnungsvorschrift dieser Funktion soll nun aufgestellt werden.
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Aufgabe 2:
Wie hoch ist der Preis, den der Junge fiir den Sand bezahlen muss, in Abhangigkeit von der
Kantenlidnge a des Wiirfels? (Die Kantenlénge sei in dm angegeben.)

PSand =

Losung:
Um den Preis zu ermitteln, den der Junge fiir den Sand bezahlen muss, muss man das
Volumen des Wiirfels, also a®, mit dem Preis des Sandes pro Volumen, also ﬁi&
plizieren:

multi-

Psand(a) = 8, 9 0 CL3

Wie hoch ist der Mindestpreis, den der Junge fiir die Folie bezahlen muss, in Abhéangigkeit von
der Kantenlédnge a des Wiirfels? (Die Kantenlénge sei in dm angegeben.)

P Folie —

Losung:

Um den Preis zu ermitteln, der der Junge fiir die Folie bezahlen muss, muss man die
Oberfliche des Wiirfels, also 6a?, mit dem Preis der Folie pro Fliche, also gg} multi-
plizieren:

Protic(a) = 2,35-6 - a* = 14,1 - a®

Stellen Sie jetzt die Zuordnungsvorschrift der Funktion P(a) auf, die den Gesamtmindestpreis in
Abhéngigkeit der Kantenlange beschreibt.

Es gilt P: R — R{ mit P(a) =

Losung:
Um den Gesamtpreis zu erhalten, muss man lediglich die beiden Teilpreise addieren und
erhalt:
P(a) =8,9-a+14,1-a®

Die Funktion, die man so erhalten hat, besteht also aus der Summe von zwei Termen, in denen die
Variable a mit verschiedenen Potenzen auftritt. Solche Funktionen nennt man Polynomfunktionen.
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Inhalte mit Erklarungen

Polynomfunktionen

Definition 1:
Eine Polynomfunktion oder ganzrationale Funktion ist eine Funktion

p:R = Rmitp(z) = apz” + ap_ 12" + - + a1z + ao,

wobei n € Ny der Grad des Polynoms ist und ag,...,a, € R mit a, # 0 die Koeffizienten
sind.

Bemerkungen
o Ny bezeichnet die natiirlichen Zahlen mit 0.
e N bezeichnet die natiirlichen Zahlen ab der 1.

Beispiel 1:
Die konstante Polynomfunktion p : R — R mit

p(z) =5

ist eine Polynomfunktion vom Grade 0.

Beispiel 2:
Die Polynomfunktion p : R — R mit

7
p(z) = 32 — 53:4 + 12z

besitzt den Grad 4, da als hochste Potenz z# auftritt. Man kann sie auch nach Potenzen geordnet
schreiben, um die Koeffizienten besser ablesen zu konnen:

7
p(m):—§x4+0-x3+3x2+12$+0

Die Koeffizienten lauten also:
a4:—%,a320, az =3, a1 =12 und ag = 0.

Die folgende Abbildung zeigt beispielhaft die Graphen einiger Polynomfunktionen:
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h [f

Bild 2 Graphen der Polynomfunktionen f: R — R mit f(z) = 23 — 22 — 2z + 1 (rot), g : R — R mit
g(z) = 2* — 223 + 22 — 3 (blau) und h : R — R mit h(z) = 2° — 523 + 42 (schwarz).

Gleichheit von Polynomfunktionen

Satz 1:
Seien p,q : R — R,

plz) = @nl’n-i-an—lw"*l +---+arx+ag

q(x) = bpa" +bp_12" 4 4 ba+ b
mit ag, ..., an,bo, ..., by € Rund a, # 0 und b, # 0 zwei Polynomfunktionen vom Grad n €
Np. Dann gilt p(x) = ¢(z) fiir alle z € R genau dann, wenn alle Koeffizienten iibereinstimmen,
also wenn a; = b; fiir alle j =0,...,n.

Durch Koeffizientenvergleich kann demnach die Gleichheit zweier Polynomfunktionen ”uberpr”uft
werden. Insbesondere k”onnen Polynomfunktionen verschiedenen Grades nicht gleich sein.

Begriindung (Aufklapptext)

Wenn die Koeffizienten gleich sind, dann sieht man sofort, dass p(xz) = ¢(z) fir alle z €
R gilt. Die Umkehrung ,Falls p(z) = ¢(z) f’ur alle x € R, dann sind alle Koeffizienten
gleich“ ist mathematisch wesentlich schwerer zu begriinden. Auf einen Beweis wird an dieser
Stelle verzichtet. In der Schule hat man diesen Sachverhalt intuitiv vorausgesetzt, z.B. dass
zu einem Graph einer Parabel genau eine Gleichung gehdrt, wenn man sie in der Form y =
ax? 4 bx + c aufschreibt.
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Nullstellen von Polynomfunktionen

Definition 2:
Sei p : R — R eine Polynomfunktion vom Grad n € N (d.h. n > 1). Eine Zahl zy € R heifit
Nullstelle von p, falls p(xg) = 0.

-3

Bild 3 Graph der Polynomfunktion dritten Grades mit drei Nullstellen bei
x1=-2;290=0undzz3 =1.Esgilt: P(z)=2-(x4+2)-(z—1) -z

Die Polynomfunktionen vom Grad 0, also diejenigen p : R — R, die durch p(x) = ag mit ag € R\ {0}

definiert sind, haben keine Nullstellen.
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Aufgaben

Aufgabe 3:
Wie m”ussen die Koeffizienten a, b, c gew” ahlt werden, damit die beiden folgenden Polynomfunktionen

”ubereinstimmen?
p(z) =523 =722 +1, q(z)=az® + bz’ +cx+1

o o 9
Il

Loésung:
In der ausf’uhrlichen Darstellung der Polynomfunktion p(x) = 523 — 722 4+ 0x + 1 lassen sich
die Koeffizienten von ¢(z) direkt ablesen. Demnach gilt ¢(z) = p(z) f’ur

a=>5 b=-7 c=0.

Aufgabe 4:
Pr”ufen Sie, ob in den nachfolgenden Beispielen Polynomfunktionen vorliegen. Begr’unden Sie Thre
Antwort. Falls die Funktion eine Polynomfunktion ist, dann bestimmen Sie auch deren Grad sowie

die Koeffizienten a,, ..., ag.
o filz)=14
1 Ja
[J Nein

Losung:
fi(x) = 4 ist eine Polynomfunktion vom Grad 0 mit dem Koeffizienten ag = 4.

o  folz)=2"+322+4
O Ja
[ Nein

Losung;:
fa(x) = 2% + 322 + 4 ist keine Polynomfunktion, da die Exponentialfunktion 2% als
Summand enthalten ist.

o fila)=z+Y +3:55
O Ja
] Nein
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Loésung;:
fa(zx) =x+ %2 +3% ist ebenfalls keine Polynomfunktion, da hier einer der Summanden
die gebrochenrationale Funktion ngi ist.

o fulz)=3E 42,3
0 Ja
] Nein

Losung;:
fa(z) = 2 + 2& — 23 ist eine Polynomfunktion dritten Grades. Zur Bestimmung der
Koeffizienten muss die Funktion allerdings noch vereinfacht werden. Mit

2
falz) = 3x:2+zx—333
= —x3+§x—|—gm
B 27 4
= 2342z

ergeben sich schlie”slich die Koeffizienten

a3=—-1, ax=0, a1=2 und ay=0.
o fslw)=6a® - =
O Ja
[J Nein
Losung;:
Umformung ergibt:
fo(@) = 62° — 4z® — 64
> B 2z — 8
_ 6 (2z 4 8)(2x — 8)
22 — 8
= 623 — (22 +8)
= 62°-22-8

Das Endergebnis der Umformung sieht nach einer Polynomfunktion dritten Grades aus.
Doch die Stelle x+ = 4 muss aus der Definitionsmenge ausgeschlossen werden, damit
in der urspriinglichen Darstellung der Funktion nicht durch 0 geteilt wird. Aber nach
Definition sind Polynomfunktionen immer auf ganz R definiert, weshalb mit f5 keine
Polynomfunktion vorliegt.

o fo(x)= r2 + 23
O Ja
J Nein
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Loésung;:
4
fe ist mit fo(x) = 22 + 223 = 22 + 22 eine Polynomfunktion dritten Grades mit den

Koeffizienten
az=2, az=1, a1;=0 und a9p=0.

4
o filz) = (1?%) +22°
O Ja
O Nein

Losung:
Es wird umgeformt:
4
fr(x) = (x%) + 23
(v)* + 22°
= z%4 273

Die Funktion f7 kann in das Format einer Polynomfunktion gebracht werden. Allerdings
4
ist v/z nur f’ur z > 0 definiert. Die maximale Definitionsmenge von (x%) + 223 ist RS’ .

Deshalb wiirde man f7(x) nicht als Polynomfunktion im Sinne der Definition bezeichnen.

Aufgabe 5:
Durch Koeffizientenvergleich bestimme man a und b, sodass gilt:

alx+3)+b=2x+1 firallex eR.

Il

SEEE]
I

Losung:
Es wird zunédchst ausmultipliziert:

a(r+3)+b=axr+3a+b.
Damit 1”asst sich die Gleichung schreiben als
axr+3a+b=2x+1.

Hieraus folgt a =2und 3a +b=1.
a = 2 1”asst sich nun direkt in 3a + b = 1 einsetzen, sodass letztlich auch b berechnet werden

kann:
3:24+4b=1 & b=1-6=-5

Insgesamt ist somit a =2 und b= —5.
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Aufgabe 6:
Durch Koeffizientenvergleich bestimme man a und b, sodass gilt:

a(x —4)+b(zx+3) =2 —5 firallex € R.

SEIES]
I

Losung:
Aus
alx—4)+b(zx+3)=2x-5

folgt durch Ausmultiplizieren der linken Seite
axr —4a+bxr+3b=2x—5.

Zusammenfassen der Koeffizienten von z-Termen gleicher Potenzordnung liefert die Gleichung
(a+bx—4a+3b=2x -5,

aus der durch Koeffizientenvergleich die folgenden beiden Gleichungen abgelesen werden kann:

at+b = 2
—4a+3b = -5

Diese Gleichungen bilden ein lineares Gleichungssystem, siehe hierzu auch die Lerneinheit
Lineare Gleichungssysteme.

Aus der ersten Gleichung ergibt sich b = 2 — a, was in die zweite eingesetzt werden kann, um
dadurch a zu erhalten:

—4a+3(2—a) = -5 | ausklammern

& —4a+6—-3a = -5 | zusammenfassen

& —T7a+6 = -5 | —6

& —7a = -11 | : (=7)

& a =
Abschlie”’send wird das Ergebnis a = 1—71 noch in die Gleichung b = 2 — a eingesetzt, und man
erhalt:

b= -3
7 7
Insgesamt ist demnach a = % und b= % . zu wéhlen.
Aufgabe 7:

Suchen Sie bei den Losungen von Studierenden zu folgender Aufgabe nach den Fehlern. Welche
Ursachen k”onnen diesen zugrunde liegen? Geben Sie auch jeweils die korrekte L”osung an.

Aufgabenstellung:
Geben Sie bei den folgenden Polynomfunktionen f;(z) jeweils zun”achst die allgemeine Darstellung
hi(x) von Polynomfunktionen desselben Grades an und bestimmen Sie dann alle Koeffizienten so, dass

gilt fi(x) = hi(x).
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_ 2
[ ] fl (m) =x° 4+ 1
Studierendenl”osung: Die zugeh”orige Polynomfunktion hat allgemein die Darstellung hj(x) =
a1z + ag. Die Koeffizienten sind dementsprechend a1 = 1und a9 =1.

Losung:
Die korrekte allgemeine Darstellung lautet hy(x) = asz? 4 a1z + ap und die Koeffizienten
sindas =1, ag =0und a9 =1.
Vermutlich hat der Studierende nur auf die Anzahl der Terme geachtet und somit ”uberse-
hen, dass eine Polynomfunktion zweiten Grades vorliegt.

o fo(z)=x+3
Studierendenl” osung: Es liegt eine Polynomfunktion ersten Grades vor. Dieses hat die allgemeine
Funktionsvorschrift he(x) = ma + n. Damit gilt fo(x) = x4+ 3 = max +n = ha(z) 'ur m =0
und n = 3.

Loésung;:
Die allgemeine Darstellung ist in dieser L” osung korrekt, allerdings gilt m = 1. Ursache
f’ur den Fehler ist der in f vor x ,,fehlende“ Koeffizient, der f’alschlicherweise als Null
interpretiert wurde.

o f3(z) =322 +42 -7
Studierendenl”osung: Es liegt eine Polynomfunktion zweiten Grades vor, das allgemein mit
h3(x) = ax?® + bx + ¢ dargestellt werden kann. Mit @ = 3,b = 4und ¢ = 7 gilt dann auch

f3(x) = hs(x)

Losung:
Die allgemeine Polynomfunktion ist erneut korrekt bestimmt, jedoch wurde beim letzten
Koeffizienten das Vorzeichen vergessen, es gilt n”amlich ¢ = —7.

o falx) =222+ —z+7
Studierendenl” osung: Es liegt eine Polynomfunktion dritten Grades mit hy(z) = az3+bz?+cx+d
vor.

FPura=2,b=1,c=—1undd =7 gilt schlie”slich h4(z) = fa(x).

Loésung;:
Die Polynomfunktion 3. Grades wurde hier erkannt, die allgemeine Form richtig
wiedergegeben, die Koeffizienten wurden jedoch vertauscht.
Der Studierende hat scheinbar ”ubersehen, dass die Polynomfunktion nicht nach ab-
steigenden Potenzen sortiert war und hat daher die Koeffizienten a und b falsch abgelesen.
Richtig ist a = 1 und b = 2.

o f5(x)=3

Studierendenl”osung: Diese Aufgabe ist nicht 1”osbar, da hier keine Polynomfunktion vorliegt.
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Loésung;:
In diesem Fall hat der Studierende nicht gewusst, dass f(x) = ag ebenfalls eine Poly-
nomfunktion ist und dass der entsprechende Koeffizient ag = 3 lautet.

Aufgabe 8:
Gegeben ist die Funktion f : R — R mit f(z) = 222 + 3z — 2. Berechnen Sie die in der folgenden
Skizze des Graphen eingezeichneten Nullstellen x1 und xs.

-3

Bild 4 Graph von f(x) = 222 + 32 — 2 mit den beiden Stellen z1 und x5 .

Losung;:
Da an diesen Stellen die z-Achse geschnitten wird, gilt hier f(z1) = 0 und f(x2) = 0. Somit
lassen sich x1 und x5 nicht nur ungef’ahr ablesen, sondern genau berechnen:

0 = 2224322
3
0 = x2+§$—1

Mit Hilfe der p-g-Formel ergibt sich:

3 9 3 2% 3 5

=24l i =2 222

2= 7Y 6" 1 16 471
=z =0,5 und x9=-2
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Aufgabe 9:
Gegeben ist die Polynomfunktion g : R — R mit g(z) = (z — 1)(z + 1,5)z. Bestimmen Sie die

Schnittstellen des Graphen von g mit der xz-Achse m”oglichst geschickt und erl”autern Sie kurz Thr
Vorgehen.

Loésung:
Da auch hier f’ur die Nullstellen (also f’ur die Schnittstellen mit der x-Achse) gilt 0 = f(z) =
(x — 1)(z + 1,5)z und da ein Produkt genau dann Null ergibt, wenn mindestens einer der
Faktoren Null ist, m”ussen nur die Nullstellen der einzelnen Faktoren bestimmt werden. Diese
ergeben sich einfach durch Aufl”osen der linearen Gleichungen nach x .
So folgt:

l.z—-1=0 = x=1
2. x24+1,5=0 = x9=-1,5
3. z3=0

Die Nullstellen sind demnach in dieser ,faktorisierten“ Darstellungsform der Polynomfunktion
direkt ablesbar.

Aufgabe 10:
F”ur welche a ist z = 2 Nullstelle der Funktion p : R — R mit p(z) = 5a® — 32% + 3z — 1 ?

Losung:
Die Bedingung p(2) = 0 ergibt fiir a

5.25-3.2243.2-1 = 0
& 40-12+6-1 = 0
1 _
< -2 = 34
& a = 3

F”ur eine Nullstelle bei 2 muss gelten a = i.

Umgekehrt liegt fiir a = :,%4 dort wirklich eine Nullstelle vor, wie eine Probe oder die Umkehrung
der Umformungskette zeigen wiirde.
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Anwendung

Beispiel 3:
L”osen von Gleichungen:
Bei der graphischen Betrachtung der Gleichung %xQ + %a; + 1 = 4 stellt man fest, dass beim
Aufl”osen nach z die z-Werte der Schnittpunkte der beiden Polynomfunktionen fi(x) = %:cQ +
32+ 1 und fa(z) = 4 berechnet werden. Die folgende Grafik veranschaulicht dies:

Vv

-4 =3 =2 -1 0 1 2 3

Bild 5 Die Graphen von fi(z) und f2(z) und deren beide Schnittstellen z; und x2 .

Nun wird die Differenzfunktion f3(z) = fi(z) — fo(z) = 32 + 2z — 3 gebildet. Diese Funktion
entsteht aus fi; durch Verschiebung aller Punkte um 4 nach unten, sodass folgende Situation
entsteht:
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N

Bild 6 Graphische Darstellung des Subtraktionsprozesses, bei dem die neue Funktion
fa(x) = fi(x) — fa(z) entsteht (roter Graph).

Die Bedingung fi(x) = fa(z) ist dquivalent zu f3(z) = 0. Die Nullstellen der neuen Polynom-
funktion

fa(x) = fi(z) — fa(z) = %IQ + %l‘ —3

liefern die Losung der Gleichung. Allgemein 17 asst sich festhalten, dass das L” osen der Gleichung
f(z) = g(x) "aquivalent ist zur Berechnung der Nullstellen der Differenz f(z) — g(x) der beiden
Funktionen.
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Erganzungen

Beispiel 4:
Spezialf’alle bei der Nullstellenberechnung
Die Berechnung der Nullstellen einer Polynomfunktion h”oheren Grades ist oft nicht ohne weit-
eres durchfithrbar. In einigen Spezialfillen kann allerdings die Nullstellenberechnung durch
geschickte Umformung erleichtert werden. Zwei dieser Spezalfille werden hier vorgestellt.

Spezialfall 1: In jedem Summand der Polynomfunktion ist x* mit k > 1 als Faktor enthalten.
Mit anderen Worten, es ist moglich z* auszuklammern. Das nachstehende Beispiel zeigt, wie
die Vereinfachung anzuwenden ist.

Sei f(x) = 22° + 62* — 823 eine Polynomfunktion, deren Nullstellen berechnet werden sollen. In
diesem Beispiel ist in jedem Summand z3 als Faktor enthalten, sodass dieser Term zun”achst
ausgeklammert werden kann:

f(z) = 23(22% + 62 — 8).

Dies verk”urzt die Nullstellenberechung, da direkt 222 + 62 — 8 = 0 oder x> = 0 gefolgert
werden kann. Damit wurde eine Nullstelle bei z; = 0 gefunden, und es miissen nun lediglich die
Nullstellen der quadratischen Restpolynomfunktion berechnet werden:

202 +6xr—-8=0 = x>+32—-4=0

2
:>:L’273:—g:|: (2) +4:—;ig

= x2=1 und =x3=—-4.

Spezialfall 2: Die Polynomfunktion enth”alt nur gerade Potenzen von x.

Beispiel: Es sollen die Nullstellen der Polynomfunktion g(z) = ia:4 — 222 + 4 bestimmt werden.

Da die Polynomfunktion nur gerade Potenzen von x enth”alt, kann durch eine Substitu-
tion (Ersetzung) hier effektiver gearbeitet werden.

Dazu ersetzt man z? durch z := 22 in der Funktion g(z) = 3(2%)? — 2z% + 4. Dadurch

entsteht die quadratische Funktion g(z) = %z2 — 2z + 4. Jetzt kann man die Nullstellen von

g(z) berechnen, wof’ur in diesem Fall sogar eine binomische Formel angewendet werden kann:

1
02122—224—4 = 0=22-82416 = 0= (z—4)?

= z=4
Damit kennt man die Nullstelle z = 4 von ¢(z). Um letztlich die Nullstellen von g(x) zu
bestimmen, muss noch resubstituiert werden. Es ergibt sich damit:

z=2>=4 = x=+V4 = r1 =2 und x9=-2.
Missverstandnisse bei Graphen von Polynomfunktionen

Manchmal verhindert ein grofler Ausschnitt auch, dass Details erkannt werden konnen. Betrachten
wir hierzu ebenfalls ein Beispiel:
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Wir haben von einer Funktion den Graphen als Darstellung in einem Applet gegeben. Wie viele
Nullstellen hat die Funktion? Beantworten Sie diese Frage zunédchst ohne im Applet zu zoomen.

Nutzen Sie anschlieflend die Zoom-Funktion und beantworten Sie die Frage erneut.
Yy
40

20
Zoomen

N

-20 -10 0 10 20

=20

-4D

Interaktion 1 (nur in digitaler Version)
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N

Bild 7 Zu diesem Graphen wird eine Funktionsgleichung gesucht.

Wir beschéftigen uns mit einem weiteren Beispiel und schauen uns den Graphen aus dem nebenste-
henden Bild an. Wir versuchen nun die verwendete Funktionsvorschrift zu rekonstruieren.

Der Graph sieht wie eine Normalparabel aus.

Auch das (angendherte) Ablesen der charakteristischen Punkte deutet daraufhin, dass es sich um
eine Normalparabel handelt: Der Tiefpunkt liegt passend bei (0;0). Der Graph verlduft durch
die Punkte (1;1) und (2;4). Genauso passen auch die Punkt (—1;1) und (—2;4), weil der Graph
achsensymmetrisch zur y-Achse ist. Zu den Punkten (3;9) bzw. (—3;9) haben wir keine Aussage,
aber nach dem Verlauf am oberen Bildrand kénnte der Graph die Punkte treffen.
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N

Bild 8 Zwei Graphen im Vergleich.

Um das weiter zu iiberpriifen, zeichnen wir zusitzlich die Funktion g : R — R, g(z) = z? in rot

in das Koordinatensystem ein. Das ergibt das nebenstehende Bild; beide Funktionen unterschei-
den sich im Rahmen der Zeichengenauigkeit nicht. In der obigen Abbildung wird jedoch der Plot
eines Graphen, der mit GeoGebra hergestellt wurde und welchem eine andere Funktionsvorschrift zu
Grunde liegt, dargestellt. Nur auf Grundlage des gewéhlten Abschnitts war es nicht moglich, den
gezeigten Graphenausschnitt von einer Normalparabel zu unterscheiden. Die weiteren Eigenschaften
der dargestellten Funktion kénnen nur erkundet werden, wenn weitere Informationen oder Darstel-
lungsausschnitte vorliegen.

Das folgende Applet zeigt noch einmal den urspriinglichen Graphenauschnitt, dessen Darstellungsauss-
chnitt Sie nun mit dem Schieberegler verandern kénnen.
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Zoomen

Interaktion 2 (nur in digitaler Version)

Die zum gezeigten Graphenausschnitt zugehorige Funktion ist f : R = R, f(x) = —ﬁ cxt 4 22 Wir

stellen fest, es gibt zwei Funktionen, die in einem Abschnitt (beinahe) identisch aussehen, mathema-
tisch bzw. in anderen Abschnitten aber unterschiedliche Eigenschaften haben.

Aufgabe 11:
Gehen Sie davon aus, dass das obige Applet den entsprechenden Ausschnitt des Graphen der
Funktion f : R — R, f(z) = —ﬁls -x* + 22 darstellt. Finden Sie durch geeignetes Zoomen im

Applet heraus, welche (lokalen) Hoch- und Tiefpunkte f hat und in welchen Bereichen sie monoton
steigt bzw. fallt.
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Losung:
In der nachfolgenden Abbildung sind die monoton steigenden Abschnitte in rot und die
monoton fallenden Abschnitte des Graphenausschnitts in blau dargestellt. Die (lokalen)
Hochpunkte bzw. der (lokale) Tiefpunkt befinden sich genau an den Stellen, an denen die
beiden Farben des Graphenausschnitts sich abwechseln.

32 Y
30
28
26
24
22
20
18
16
14
12
10

8

6

4

2
X

-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 20| 2 4 6 8 10 {12 14 16 18
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Bild 9

Durch (néherungsweises) Ablesen konnen diese Punkte bzw. Intervalle wie folgt angegeben
werden:

e Die Hochpunkte sind (—8;32) und (8;32).

e Der Tiefpunkt ist (0;0).

e Der Graph steigt (streng) monoton fiir z < —8 sowie 0 < z < 8.
e Der Graph féllt (streng) monoton fiir —8 < z < 0 sowie 8 < z.

Fiir die Funktion f : R — R, f(z) = —1—§8 -2 4 22 lisst sich berechnen, dass die obigen
Angaben auf f exakt zutreffen.
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